Modelarea si optimizarea proceselor energetice industriale

Capitolul 3

PROGRAMAREA LINIARA



Ce este programarea liniara?

B “.. determinarea valorii maxime sau minime a
unei functii liniare, in care mai multe
variabilele de optimizare sunt supuse unor
restrictii.” (dictionary.com)

B O problema de programare liniara este o
“problema care necesita minimizarea unei
functii ce are o expresie liniara in prezenta
unor restrictii liniare...” (Dantzig)



Istoria Programarii Liniare

e Totul a inceput in anul 1947, cand GB
Dantzig a pus bazele "metodei simplex"
folosita in rezolvarea problemelor de
planificare din US Air Force, probleme
care aveau o forma liniara.

» Ulterior, a devenit clar faptul ca o gama
surprinzator de larga de probleme din
diverse domenii pot fi aduse la o forma
corespunzatoare programarii liniare $i
rezolvate prin metoda simplex.




Importanta PROGRAMARII LINIARE

Multe dintre problemele din lumea reala se preteaza a fi
rezolvate folosind programarea liniara.

— Inginerie ;

— Agricultura;

— Marketing ;

— Economie;

— Finante (investitii);
— Publicitate.



Ce este o problema de programare liniara?

O problema de programare liniara (PL) este o
problema de optimizare in care:

Se incearca maximizarea (sau minimizarea) unei functii
ce are o expresie liniara (numita functia obiectiv)
dependenta de variabilele de optimizare;

Valorile variabilelor de optimizare trebuie sa satisfaca o
multime de restriictii;

Fiecare restrictie de egalitate sau inegalitate trebuie sa
aiba o expresie liniara.

O restrictie de semn este asociata fiecarei variabile de
optimizare. Pentru fiecare variabila xi, avem (xi = 0).



Descrierea problemei
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Exemplu :

Max  5x; + 7x, —— Functia obiectiv
\
s.t. X1 < 6
2x; +3x, < 19 > Restrictii
x;+ x, < 8
-
x;>0 and x, >0 _ Restrictii de
non-negativitate




Incercati si imaginati-va...

B Un poliedru foarte mare, convex;
B Un plan care intersecteaza aceasta poliedru;




Interpretarea reprezentarii grafice

B Poliedrul reprezinta multimea de restrictii
de inegalitate.

B Planul reprezinta functia obiectiv liniara
care trebuie maximizata.

Important

B Programarea liniara solicita numai expresii
liniare.

Expresie corecta: ax + by +¢cz <3

Expresie incorecti: m



Proportionalitate si ipoteze suplimentare

Functia obiectiv corespunzatoare unei probleme de
programare liniara trebuie sa fie o functie lineara
dependenta de variabilele de decizie, ceea ce
presupune urmatoarele doua implicatii:

1. Contributia fiecarei variabile de optimizare la valoarea
functiei obiectiv este proportionala cu valoarea variabilei
de optimizare.

2. Contributia la valoarea functiei obiectiv a fiecarei
variabile de optimizare este independenta de celelalte

variabile de optimizare.
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Proportionalitate si ipoteze suplimentare - continuare

Fiecare restrictie trebuie sa fie o inegalitate liniara
sau o ecuatie liniara, ceea ce presupune
urmatoarele doua implicatii:

1. Contributia fiecarei variabile de optimizare la expresia
fiecarei restrictii este proportionala cu valoarea
variabilei.

2.Contributia unei variabile de optimizare din cadrul
expresiei fiecarei restrictii este independenta de valorile
variabilei.
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Proportionalitate si ipoteze suplimentare -
continuare

Ipoteza divizibilitatii

Presupunerea divizibilitatii necesita ca fiecare
variabila de optimizare sa poata lua valori
fractionare.

Ipoteza certitudinii

Presupunerea certitudinii necesita ca fiecare
componenta din modelul matematic corespunzator
unei probleme de programare liniara (coeficientii
functiei obiective, termenii liberi din restrictii si
coeficientii din expresiile restrictiilor) sa fie

cunoscuta cu certitudine. -



Forma matematica a problemelor PL

1. Forma generala

max(min) F(.X') = max(min) ZH: CX;

E a{JrJ_ i=1....m



Forma matematica a problemelor PL

2. Forma standard

Forma in care toate restrictiile sunt exprimate prin

egalitati si toate variabilele sunt supuse conditiei de
nonnegativitate.

max(min) F(X) = max(min)( ¢, x;, + ¢,x, +---+¢,X,)
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a, X, +a,,x,+---+a, x, = Elm

X; =0,j=1...,n



Variabile suplimentare de eliminare/adaugare

 Forma standard este obtinuta prin adaugarea de
variabile pentru forma inegalitatilor “<”, si prin

eliminarea de variabile forma inegalitatilor “>”.

* Variabilele suplimentare de eliminare/adaugare
reprezinta diferenta dintre partea stanga si cea
dreapta a restrictiilor.

* In expresia functiei obiectiv, aceste variabile
suplimenare au coeficienti egali cu 0.



Examplul 1 in Forma Standard
max Sx; + 7x,+ 0s;+ Os,+ Os;

In prezenta restrictiilor:

X + 5 = 6
2x; +3x,+ s, =19
X, + x,F 53 = 8

XisXy,81 580,83 > 0

S1 5 S5 5 $1 53 sunt variabile auxiliare de adaugare



Forma matematica a problemelor PL

3. Forma matriceala

max(min) F(X') = max(min) CX
AX =b
X =0

A — matricea coeficientilor sistemului de restrictii;
b — vectorul coloana al termenilor liberi;

X — vectorul coloana al celor n necunoscute;

C — vectorul coeficientilor functiei obiectiv F(X).



Forma matematica a problemelor PL

4. Forma vectoriala

Se obtine prin partitionarea matricei A dupa coloanele sale, a,,
az oooa

9 n.
max F(X)=max CX
a,x, +a,x, +---+a,x, =b
X =0
a — coloanele matricei A4 corespunzatoare sistemuluide restrictii;
b — vectorul coloana al termenilor liberi;

x — cele n necunoscute;
C — vectorul coeficientilor functiei obiectiv F(X).



Forma matematica a problemelor PL

5. Forma canonica

Forma in care restrictiile sunt concordante si toate variabilele sunt
supuse conditiei de nenegativitate.

O restrictie corespunzatoare unei probleme de programare liniara
spunem ca este concordanta daca este o inegalitate de tipul "' > ",
cand functia obiectiv trebuie minimizata, respectiv este o egalitate
de tipul " <", cand se cere maximizarea functiei obiectiv.

max F(X) =max CX min F(X) = min CX
AX <b Sau AX = b
X =0 X=0




Definitii In Programarea Liniara

O solutie admisibila a problemei de programare liniara este un
vector X = [x;, X, ..., X,,]’ care satisface sistemul de ecuatii al
restrictiilor, respectiv conditia de nenegativitate.

O solutie admisibila de baza este o solutie admisibila care contine
cel putin (n — m) componente x; care au valoarea zero, in care m
este numarul restrictiilor iar » reprezinta numarul variabilelor
de optimizare.

O solutie admisibila de baza nedegenerata are exact m necunoscute
X; cu valoare pozitiva (> 0).

O solutie optimala este o solutie admisibila care extremizeaza
functia obiectiv. 20



Teoreme In Programarea Liniara

Teorema 1

Functia obiectiv isi realizeaza optimul intr-un punct extrem al
multimii restrictiilor. Daca 1si realizeaza optimul in mai mult
decat un punct extrem, atunci functia obiectiv ia aceeasi valoare
In fiecare punct de pe segmentul de dreapta care uneste oricare
doua puncte optimale.

Teorema 2

Un vector X = [x, X,, ..., X,,] €ste un punct extrem al multimii
restrictiilor unei probleme de programare liniara daca si numai

daca X este o solutie admisibila de baza.
21



Analiza grafica in
Programarea Liniara

Multimea tuturor punctelor care
indeplinesc toate restrictiile

modelulul matematic se numeste

MULTIME ADMISIBILA

22



Multimi admisibile

L 4
uw

1. Marginite

\4

2. Nemargmite

\
\

\4

3. Vide (Goale)




Pasii Algoritmului

* Reprezentarea grafica a inegalitatilor si
identificarea varfurilor poligonului format.

 Inlocuirea coordonatelor nodurile in functia
obiectiv

 Determinarea valorilor minima si maxima.




Exemplul 1.

Sa se determine minimul functiei
F(x, y) = 3x - 2y.

In prezenta restrictiilor:
y=2

1<x<5

y<x+3



! '\’k' ~




* Varfurile poligonului format sunt:
(1,2) (1,4) 5,2) (5, 8)

* Coordonatele determinate in pasul
anterior sunt introduse succesiv In
fuctia obiectiv:

F(xa y) = 3x - Zy



F(x,y) =3x-2y
* F(1,2)=3(1)-22)=3-4=-1
*F(1,4)=3(1)-24)=3-8=-5
e ¥5,2)=3(5)-22)=15-4=11
* ¥(5,8)=3(5)-28)=15-16=-1

* f(1,4)=-5 minimum

* f(5,2)=11 maximum



Exemplul 2

max 38X, + 35X, functia obiectiv

2X, + 1X, < 1000

3X,+4X,<2400
X+ X, < 700 restrictii de inegalitate
X, - X, < 350
X>=0,1=1,2 restrictii de

nonnegativitate



Analiza grafica — Multimea admisibila
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Analiza grafica — Multimea admisibila

3X,+4X,< 2400

500 700

31



Analiza grafica — Multimea admisibila

3X,+4X2< 2400

500 700 |

Puncte interioare Puncte de frontiera Puncte extreme

« Exista trei tipuri de puncte admisibile =



Determinarea solutiei optime

X, Startintr-un punct ales arbitrar...

1000 Apot se creste valoarea, daca este posibil...

... 81 continud pana cand devine 1mposibila.
700

500
Xi= 320

Xo= 360
F(X) = 4360

500



Exemplul 3

Determinati valoarea minima s1 maxima a funtiel

F(x,y) =4x+ 3y

in prezenta restrictiilor

y=-x+2
y<lx+2

4
y=2x-5



y<—|x+2




Varturile poliedrului convex:
F(x,y)=4x+ 3y
F(0,2)=4(0)+3(2) =6
F4,3)=44)+33) =25

7 1y _ 25
F(},-1)=4() +3(-1)=2 -1=%

3 3

f(0,2) =6 minimum
f(4,3) =25 maximum



Metoda simplex primal

Metoda geometrica nu poate fi extinsa la probleme PL

pentru care numarul de variabile de decizie este mai
mare de 3.

Aceasta metoda reprezinta una dintre cele mai folosite
metode e rezolvare a problemelor de programare liniara.

* multimea solutiilor admisibile este un poliedru convex;

* orice punct de extrem local este un punct de extrem global,
functia obiectiv fiind liniara;

* functia obiectiv fiind liniara, extremul se atinge Intr-unul
din varfurile poliedrului solutiilor admisibile.

37



Algoritmul metodei Simpex primal

Etapele principale ale metodei simplex sunt urmatoarele
Etapa 1. Calculul matricei G:
G=B'R=g,

Etapa 2. Calculul diferentelor F; - C;:

(F,~C,)=>.C,-g;~C,, j=m+l,..n

sel

Etapa 3. Se analizeaza semnele diferentelor F; - C;:

- daca ( F;—C;) >0, atunci XB este o solutie optimali;
- daca ( F;—C;) <0, se trece la punctul urmator.



Etapa 4. Se alege variabila de intrare In baza :

(£~ C;) = max
J

F-C.
J J

. j=m+l,...,n

Etapa 5. Se gaseste variabila Kk ce paraseste baza cu relatia:

—B
| X

76, —msm{g, g, 20}
sl

 Etapa 6. Se formeaza o alta baza si se reia calculul de la pasul
1, criteriul de oprire fiind cel specificat la pasul 3.



